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CLASA a Xll-a

Subiectul 1. Determinati functiile derivabile f, g:IR — R, cu proprietatea ca functia f +3g este 0

primitiva a functiei 2f — g, iar functia 5f —6g este o primitiva a functiei 10f +2g.

Subiectul 2. Determinati functiile derivabile f :[R — R, cu proprietatea:

f’(x\/x2+1):x, VXeR.

Subiectul 3. Fie o multime S cu cel putin doud elemente si o lege de compozitie asociativa ,,-” pe S,
cu proprietatile:

(1) VX yeS, xy’=yx

(2) VX, yeSs, x*y=y*x

(3) Vxe§, x*=x.
a) Demonstrati ca (S, -) nu poate fi grup.

b) Demonstrati ca legea de compozitie ,,-” este comutativa pe S.
c) Dati exemplu de multime S cu proprietatile din enunt.

Subiectul 4. Se considera legea de compozitie asociativa o:R* xR* —R", cu proprietatea ca pentru
orice xeR", existd y e R", astfel incat xoy = yox.

Determinati functiile f :[R* — R cu proprietatea ca :
VX yeR cuxzy, f(xey)=—=(f(x)-f(y)).

Gazeta Matematica

Timp de lucru: 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0 1a 7.

SUCCES!
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BAREM DE CORECTARE, CLASA A XII-A

Subiectul 1. Determinati functiile derivabile f, g:[R — R, cu proprietatea ca functia f +3g este 0

primitiva a functiei 2f — g, iar functia 5f —6g este o primitiva a functiei 10f +2g.

Solutie: (f+3g)':2f—g,deci f/ 430 =2 =0 oo 1p
(5f—69)’=10f+29,deci 5f =60 =10T 420 oo 1p
Obtinem f'=2f si g’:—%g .......................................................................................................... 1p
VxeR, (f (x)'e’zx)’ =f'(x)-e®-2f(x)-e®=0,deci f(x)=a-e” (A€R) .ccccrurrrrrurrrrns 2p
VxeR, [g(x)-e3J =g'(x)-e? +%g(x) 2 =0,deci f(X)=b-e3 (DER) e 2p
Subiectul 2. Determinati functiile derivabile f :[R — R, cu proprietatea:
f'(X\/X2+l)=X,VX€R.
Solutie: Consideram functia derivabild g: R —> R, g (X) =xVx*+1.
2
Deoarece g'(x)=+/x*+1+ X _ >0 , rezultd ci g este strict crescitoare, deci este injectivi. ..... 1p
VX2 +1

lim g(x)=—0, lim g(x)=co si g este continua, deci Img =R, asadar g este surjectiva.
In consecintd, fUnctia g €5t DIJECIVA .......evvevueieereeieicicieceeceeeeeseese ettt 1p

2x3 + X

VXeR,(fog)'(x):f’(g(x))-g’(x) X‘\/x2_+ deci fo gef\/ﬁ ............................... 1p

26 +x 2x(x* +1) 2
= dx — dx = [2xV 2 +1dx=vVx2 +1 = £ (2 +1)VXE +1=X2 +1+C,
J.x/x2+ J. VX2 +1 '[\/x +1 J. 3( )
asadar exista k € IR, astfel incat vxeR, (f-g)(x)= 2X3_1\/X2+1+k. ...................................... 2p

2
ek, L= 11X =" () [ 1] = 0" ().
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Obtinem Xx* = %+g2(x)—%,deci XZ:%( 4g2(x)+1—1) .......................................................... 1p

De aici, f (g (X +k si cum g este bijectiva, deducem ca pentru

) 4gz(x)+1—2\/ 49°(x )+1+1
x/4x +1 2 1+ 4x +1

orice xeR, f( +K,CUKER . o, 1p
Observatle
fe j g dX deci se obtine o solutie alternativa, folosind schimbarea de variabila X =g ( )

Subiectul 3. Fie o multime S cu cel putin doud elemente si o lege de compozitie asociativa ,,-” pe S,
Cu proprietatile:

(1) VX yeS, xy’=yx
(2) VX, yeS, x°y=yx
(3) Vxe§, x*=x.
a) Demonstrati ca (S, -) nu poate fi grup.

b) Demonstrati ca legea de compozitie ,,-” este comutativa pe S.
c) Dati exemplu de multime S cu proprietatile din enunt.
Dana Heuberger

Solutie: a) Presupunem ca (S, -) este un grup, cu elementul neutru e. Pentru y =e Tn (2) obtinem
C8 WV X E S, X2 S X o coeieeteeeeeteeeeete et ee et s ettt n ettt 1p

Inmultind egalitatea precedentd cu X rezulti cd V xe S, x=e, fals. Asadar (S, ) nu poate fi

[0 (1] o TR 1p
®) @
D) YX=YX* = (YX*)X=XY*X (4) s 1p
(4) 3 2 (2) 2 (4) 3 2 2 2 (2) 2 2 3
yX = Xy x:xy(y x)=(xy)(x y):(yx y)x y=yx(x y)x y=yx(y x)x y:yxy(yx )y ........... 1p
@ ®) (2)
yX = yxy(yx3)y: yxy(xy3)y =yt =(yx)’y =y Z(YX) =YX (B) oo 1p
® e ,
yx=y*x=y(y*x)=y(yx)=y’x (6)
o o . L@
Infocuind x cuy siy cuxin (6), obtinem Xy = X°y = Y*X = YX. cooeurririniiiriieininsisisiseieeeiesnenn, 1p
®3)

c) Pentru x=y in (6), obtinem x> =x°, deci x> =x*. Rezultd ca X’ =x"=x, VxeS.
a 0
Un exemplu este S =
0 b
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Subiectul 4. Se considera legea de compozitie asociativa o:R* xR* — R*, cu proprietatea ca pentru
orice xeR", existd y e R", astfel incat xoy = yox.
Determinati functiile f :[R* — R cu proprietatea ca :
\ X+
VX, yeR" cu x#Y, f(xOy):—y-(f (x)- f (y))
SGM, loan Baetu
Solutie: Notam cu (1) relatia din enunt.

Fie xeR". Alegem y e R" astfel incat xoy #yox. Evident, x=y.

Din (1), f(yox) =22 (£ (y)= £ (x))=2"2-(f (%)~ f(y))=f (xoy), asadar avem:
y—X

X—y

VX, YyeR cu x£Y, f(Xoy)=F(YoX) (2) s, 1p

I Dacd Xxoy=x sau yox=X, atunci (1)< f(x)(x-y)=(x+y)(f(x)-f(y)), asadar
X+Yy

f(x)=—"=T1 B s 1

(-2 1 () (3 p

II. Dacd Xoy#X si yoX#X, atunci deoarece (xoy)eox=xo(yex),din (1) rezulta:

f((xoy)ox)= Xoy+x(f(xOy)—f(x))= X+yox-(f(x)— f(yex))=f(x=(y=x)),si folosind

Xoy—X X—YeoX
. Xoy+X X+YoX
(2), rezultd ca Xoy_x(f(xoy)—f(x))zyOX_X-(f(XOy)—f(X)) (4) . i Ip
Daca f(xoy)= f(x),din (4) rezulta XOYHEX _XEYOX e Xoy=YyoX,fals. ............ocu... 1p
Xoy—X YoX—X
Asadar f(yox)=f(xoy)=f(x) sidin (1) rezulta cd i in acest caz f(X)=X2Lyy fy). ovennn Ip

Din I si II deducem ca indiferent daca Xoy#X si yoX# X sau nu, relatia (3) este adevarata, iar
f(yeox)="f(xey)=f(x).
Y+ X

Tnlocuindy cux sixcuyin (3), obtinem f(y):jf(x),deci f(x)zz—y-W-f(x)...... 1p

+ y)2

Daca f(x)#0, obtinem 1= (szy , deci (X—y)2 =0, fals. Asadar f(x)=0, VxeR".......1p
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